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MATHEMATICS 
DUALE KONSTRUKTIONEN VON RIEMANN- WIE VON 
LEBESGUE-INTEGRALEN NICHT-NEGATIVER FUNKTIONEN 
IN ABSTRAKTEN RAUMEN. II 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of September 29, 1973) 
p. Methoden zur Konstruktion von total-additiven Funk- 
tionenmagen. 
Einleitung. $?(A) sei die Kl mse aller nicht-negativen endlichwertigen 
Funktionen, definiert in den Punkten einer Menge A ; sie ist ala ein 
(0 ; v, A; - )-konvexer Kegel aufzufassen. Betrachtet werden nur solche 
$?(A), die ein Teilsystem &&(A ; p) gem&B nachfolgender Definition ent- 
halten. 
Definition. Ein A!& = &(A; p) oder &(O; v, A; p) ist ein Teil- 
system liO(A ; ,u) gem&l3 der Definition in der Einleitung zu Teil ar, mit 
der erglinzenden Eigenschaft : 
fiir jede nicht-abnehmende bzw. nicht-zunehmende Folge von Elemen- 
ten h, E &(A ; p) mit in A beschriinktem lim,,,oDn, ist such 
WI ,,ic, E &$(A; p), wahrend ,u, neben I., II., such nachfolgende Be- 
dingung III. erfiillt: 
III. bei fis...sf~s...; 1, (j=l, 2, . ..) und lim+mf~E A”, ist immer 
b r(fd =A fit fd. 
I+00 + 
Definition. &(A) sei wieder der (0 ; v, A ; - )-konvexe Teilkegel von 
$?(A), welcher alle und nur alle beschrlinkten Funktionen von n(A) enthlilt. 
$ 6. Folgerungen aus I., II. (wie in $ 1 von Teil 0~): 
1”. p ist monoton nicht-abnehmend fur die Elemente von &&4 ; p). 
2O. p(0) = 0. 
3”. Rechtfertigung der Annahme II.: Bei fi, fz wie in Bedingung II. 
(mit & anstatt no), ist, falls such fl- fz E &(A ; p), 
p(fl - f2) = untere G renze aller ,u(g) bei g E &(A; p) und fl- fzlg. 
Definition. Fti jedes w E &&4) sei &J(w) die untere Grenze der 
p(f) mit f 5w und E &(A; p). 
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Bemerkung. Fur jedes /E&& ist ms(f)=,~(f). 
4”. bei fi, fz E A!$ sind bekanntlich such fi v fz, fi A fz E A!$(4 ; ,u); 
dabei ist 
r(fd+Pu(fz)=Pcl(k vfd+Ah * fd* 
Definition . Die Klasse K c K(A ; ms) von ms-meSbaren Funktionen 
sei die Teilklasse von &(A), fur deren jedes Element f bei jedem 
w E cl$(A; p) gilt 
myw)=myw A f)+mO(w-w A f). 
Lemma. Jede Funktion f E &$(A ; p) (also insbes. die Nullfunktion 0) 
ist mo-mel3bar mit dem Ma13 m(f) 3 ms(f)=(siehe Bemerkung) p(f). 
Lemma. Bei wj (j=l, 2) E R,(A) ist such ~1 vu2 E &(A) mit 
myv1 v zJ2)~m"(z11)+?q~2). 
Folgerung 5’. Die Klasse K = K(A ; mo) in der letzten Definition 
iindert sich nicht, wenn man ,,bei jedem w E &%(A, ,u)” durch ,,bei jedem 
w E !&(A)” ersetzt. 
Folgerung 6’. Aus f E &(A) und f A g E &%(A ; ,a) fur jedes g E 
E &(A ; /4) folgt f E R [ 3 K(A ; ma)]. 
Eigenschaft IIb. Bei ?q~ &(A;p) (j=l, 2) ist such hi+hs E 
E &$(A; p), wobei dann 
p(h+hz)=p(h)+p(hz). 
Folgerung 7’. Aus wj E @,(A) (j= 1, 2) folgt WI+ ws E &(A) mit 
mo(wl+w2)~mywl)+myw2). 
$ 7. Satz Al. Mit den Eigenschaften I., II., III. von p, ist die in 
$ 6 fur die Elemente (Funktionen) von ,@,(A) aus ,u abgeleitete Elemente- 
funktion ms fur !&(A) ein regulilres SiuBeres MaB in dem Sinne daB sie 
die im hier folgenden Beweise formulierten (abgeleiteten) Axiome loGi” 
und 6” erftillt. Die hier in $ 6, zweite Definition eingeftihrte Klasse 
K E K(A ; mo) der ma-mel3baren Funktionen ist ein (0 ; v,,, Ad ; - )- 
konvexer Kegel 2 &$(A ; ,u) ; das Ma13 m = ,O (in K) ist total- oder 
a-additiv und positiv-homogen fiir die Funktionen von K, wahrend fiir 
jedes f E &d(A;p) gilt 
w = mom =ru(f); 
(K/m sd) ist eine Erweiterung von (&d(A ; ,%)l,u). 
B ewei s . (erster Teil). Die Ableitung der Axiome lo-@ als beweisbare 
SLtze fur ms und &(A) verliiuft unter Bezugnahme auf den vorangehenden 
Par. wie in Q 2 (von Teil 01). 
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Axiom lo (es gibt eine Funktion w E a,(A) mit mO(w) endlich und # 0). 
Axiom 2’ (0 ist mo-mel3bar; dabei ist f E &(A) mo-mel3bar falls bei 
jedem Element w E &(A) gilt : mO(w) = me(w A f) -+ mO(w - w A f)). 
Axiom 3” [(ausf, g E &(A), frgfolgt mO(f)5mo(g)); (O<OL<OO, f~ .%(A) 
liefert mo(a . f ) = 0~. mO(f))]. 
Axiom 4’ fallt mit Folgerung 7”. zusammen. 
Aus den Axiomen lo, 2”, 3”, 4’ allein folgt schon, wie in diesen Proceed. 
A, 75 (1972), S. 282-284 (Beweis des Hauptsatzes A und der weiteren 
Res. l-5), da0 die mo-mel3baren Elemente von R&4) einen (0; v, A; -)- 
konvexen Kegel K = K(A ; m0) bilden; das zugehijrige IntegralmaB 
m = rno ist beschriinkt additiv, 11) und positiv homogen ; aus f, g E K folgt 
f +g, f v g, f A g E K mit ma(f) + ma(g) oder m”(f + g) = m”(f A g) + m”(f v 9) 
(mo = m ist modular), und, bei grf, aul3erdem mo(f -g) =mo(f) -mO(g). 
Nach dem ersten Lemma in $ 6 ist &$(A ; p) G K = K(A ; mo), wobei 
aus f E Il!&4; p) folgt m(f) = ma(f) =,~(f). Dies zusammen mit der Defi- 
nition von ma(f) (0 6) liefert : 
Axiom 5” (aus f E $?,(A) folgt ma(f) = untere Grenze der Werte von mO(g) 
bei g ma-mel3bar und f 5;s). 
Hilfssatz. Bei f E R&4) ist ms(f) =p(g) =mO(& wobei J8f und E &; 
S ist eine (ma-) maBgleiche Htille von f. 
Beweis . Aus der Definition von ma(f) bei f E &(A) folgt die Existenz 
vonFunktionen & E A!$,/~& undmo(f)$p(~~)<mO(f)+l/n (n=l, 2, . ..). 
wodurch die Monotonie von p in A% liefert ms(f)=~(r\,“,, &). i2) Also 
ist S = r\r=, & ein Element ~1, E AS mit ma(f) =,u(g) ; daneben folgt aus 
fl E cl%, nach $ 6, die Gleichheit ,u(S) =mO(&. 
Beweis des Satzes Ai. (zweiter Teil). Axiom 6”. Die Annahmen 
sind: f,(j= 1, 2, . . . )E&(A); fl~...~=,~...;f~lim,,,fjr ist beschrankt 
auf A, also such pi Z,(A). Dann ist limi,, mo(fj) =mo(f). 
Ableitung von Axiom 6” : Nach obigem Hilfssatz gibt es fiir jedes j eine 
Funktion & 2 f~, E & mit ms(fj) = p(&). Mit &’ = limk+oo (& A ~J+I A . . . A 
A gj+fi) (k=o, 1, 2, . . . ) ist dann &’ E AL, fj 5 93’ 5 & und ms(f,) =p(Qf’) =,u(&), 
mit #i;‘5&‘5... eine Folge pmeI3barer Funktionen. Zu f gibt es, nach 
dem Hilfssatz, ein A E &a mit flh und ma(f) =&). Nun liefert die Kon- 
struktion von flj” = $’ A A die Folge &” 5 &” 5 . . . von ,u-mefibaren Funk- 
tionen mit. 
fj $ g*” SE, also such mO(f;r) =p(&“), lim ff 5 lim jj”, und lim 0,” E A”,. 
i+ca i-too j-+00 
Daraus folgt 
mo(lim f,) ip(lim &“) = (Eigenschaft III.) lim ,I&“) =lim mO(fj). 
11) Mit dem e&en Lemma von 5 6 folgt dadurch such die beschriinkte Additi- 
vitilt von ,U fiir die Funktionen von &(A ; p). 
9 AZ1 f% ist dabei definiert durch lim,,, [gl A a~ A . . . A &I. 
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Mit mO(fj) $ ms(lim fi) undf= li rn++, f, folgt die Behauptung in Axiom 6’. 
Neben den im ersten Teil dieses Beweises aus den Axiomen lo47 fti 
ma und R folgenden Konsequenzen 1iiBt sich mit den Axiomen lo-5’, 6” 
(nach dem Verfahren, welches in Proceed. A 75 (1972), S. 302-304 mit 
den dort durch Ibis, 2’, 3”, 5’ und 7” angedeuteten Axiome (also ohne 6’) 
zu dem Satz D. fiihrte) zeigen da13 aus S, h E &(A), hi 2 . . .I% 5.. . , jede 
5 E K(A ; ms) und h slim I- 5 beschrankt auf A folgt such h E K(A ; mo), 
mit m(h) = lim++oo m (5). Darauf folgen die weiteren Behauptungen in 
Satz Ai. (Vergl. such Satz A in Teil I.) 
Bemerkungen. a. Es gibt einen kleinsten (0 ; v,, IU ; - )-konvexen 
Funktionenkegel A 3, welcher das Funktionensystem &&l ; ,u) umfaI3t und 
in .K [ = JC(A ; mo)] enthalten ist, wodurch $$‘,(A) such als durch A!$ 
iiberdeckter Teilkegel van R?(A) aufzufassen ist. I 
b. Bei p = ms fiir die Elemente von II% ist ,~7 total-ad&v auf A.i! 
mit Werten in R+. 
Daneben ist fur jedes Element f E J?,(A) : 
ma(f) =(Ax. 5“) untere Grenze der ms(g) bei grf, E R, 
= (Def.) untere Grenze der p(g) bei g 2 f, E fl%(A ; ,u) ; somit such: 
= untere Grenze der p(h) bei h&f, E A% 
Damit folgt : 
Satz Bi. Das Verfahren, welches, in $ 6 und Satz Al, von %(A), 
&(A), LIP, p zu dem augeren MaD rno auf !%(A), dem (0; vu, /\a; -)- 
konvexen Kegel R(A ; mo) 2 & und dem Ma13 m 3 rno (in 9) fiihrt, mit 
m(f) =mO(f)=Af) f iir ‘e es E I d f A S und mit (Il]m = mo) Erweiterung von 
(&&l; ,u)],u) lt%t sich such anwenden auf R(A), Z,(A), 113, ,i& la) und 
fiihrt sodann zu demselben LuBeren Ma13 rno auf R,(A), demselben 
(0; vu, &a; -)-k onvexen Kegel R(A ; ms) 14) 2 &! 2 &a, und demselben 
a-additiven Ma13 m =rna (in K), wobei nun m(f) s mO(f)=p(f) fti jedes 
f E 113, und (Rim = mo) such Erweiterung van (&!(A; ,Z)@) ist. 
Q 6”‘s. Bei den Betrachtungen in diesem Par. (und in $ 7bifJ) seien die 
Annahmen wie in der Einleitung (zu diesem Teil @.), jedoch mit Ersetzung 
von Bedingung II. durch Bedingung n. (Q lb@) mit &a anstatt 110, und 
von Bedingung III. durch: 
III. bei flZ...Bfjl...; f&i=1,2,...)E&,undsomitauchlim,,f~E 
E A%, ist immer 
Km Afd=A Em fh 
f+m +m 
18) Da13 @(A ; p) dieselben Eigenschaften wie &(A ; ,u) (in der Def. der Ein- 
leitung) hat, folgt sofort mit dem se&&en Absatz des Beweisa van S&z AI. 
14) Siehe such Folgenmg 6’ in $ 6. 
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Folgerungen aus I., H. (wie in $ lbI* von Teil ix.): 
lo. p ist monoton nicht-abnehmend fiir die Elemente von &$(A ; p). 
2”. p(0) = 0. 
3O. Rechtfertigmg der Annahme n.: Bei fi, fz wie in n. ist, falls such 
f1-f2 E dd(A;p), 
p(fi-fz)=obere Grenze aller p(g) mit gE&(A;p) und fl-f22g. 
Definition. Fiir jedes w E $?,(A) sei m(w) die obere Grenze der p(f) 
mit f 5w und E &@ ; p). 
Bemerkung. Fiir jedes f E A% ist m(f)=,u(f). 
4O. bei fl, fz E .& sind bekanntlich such fl v fz, fl A f2 E &(A; p); 
dabei ist 
p(f1) +p(f2) =p(f1 v f2) +p(f1 * f2). 
Definition. Die Klasse R r&4; WQ) von ms-mel3baren Funktio- 
nen sei die Teilklasse von $?,(A), fti deren jedes Element f bei jedem 
w E &l(A; p) gilt 
ml(w)=mo(w hf)frno(W-w hf). 
Lemma. Jede Funktion f E &&4 ; p) (also such 0) ist mo-meBbar, 
mit dem Me13 m(f) =nzo(f)=(siehe Bemerkung) p(f). 
Lemma. Bei wj (j= 1, 2) E R,(A) ist such vl+vz E &(A) mit 
mo(v1+v2)8m(~1)+~0(~2)* 
Folgerung 5’. Die Klasse g = g(A; mo) in der letzten Detlnition 
iindert sich nicht wenn man ,,bei jedem w E &&4; p)” durch ,,bei jedem 
w E R,(A)” ersetzt. 
Folgerung 6’. Aus f E&&t) und f AgE&(A; ,u) ftir jedes gE 
E &&(A ; p) folgt f E R [ = K(A ; mo)]. 
Eigenschaft nb. Bei h,E .&(A; p) (j=l, 2) ist such hl+be 
E &&4; ,u), wobei dann 
,u(h1+ha)=p(hd+p(hz). 
Folgerung 7”. Aus WOE R,(A) (j=l, 2) folgt wifws E $?,(A) mit 
ml(w1+w2)am(w1)+m(w2). 
$ ‘Ibis. Satz AP. Mit den Eigenschaften I., n., III. von p, ist die 
in 9 6bh fiir die Elemente (Funktionen) von R&4) aus ,u sbgeleitete 
Elementefunktion me fur &(A) ein regulgres inneres Ma3 in dem Sinne 
dsl3 sie die im hier folgenden Beweise formulierten (sbgeleiteten) Axiome 
I’-4”, 3” und s” erfiillt. Die hier in $ 6bi8, zweite Definition eingefiihrte 
Klasse R = R(A ; WQ) der nts-mel3baren Funktionen ist ein (0; vu, & ; - )- 
3 Indagationes 
34 
konvexer Kegel 2 &&4 ; p) ; das Mall m = mo (in K) ist total-additiv 
und positiv-homogen fiir die Funktionen von K, wahrend fur jedes 
f E X&4 ; 1~) gilt 
m(f) = m(f) = p(f); 
(Kim =mo) ist eine Erweiterung von (&&4; ,u)~P). 
Beweis. (erster Teil). Die Ableitung der Axiome lo-4”, 5“ als beweis- 
bare Slitze fur ma und J?,(A) verlliuft unter Bezugnahme auf den vor- 
angehenden Par. wie in 5 2br~ (von Teil a). 
Axiom lo (es gibt eine Funktion w E &(A) mit m(w) endlich und ~0). 
Axiom 2’ (0 ist mo-meI3bar; dabei ist f E R&l) mo-mel3bar falls bei 
jedem Element w E ,$?,(A) gilt: mo(w)=mo(w A f)+mo(w-w A f)). 
Axiom 3’ [(ausf, g E R&4), f Sgfolgt mo(f)5mo(g)); (O-cor-ccq f E &(A) 
liefert mo(oc.f)=a.mo(f))]. 
Axiom 4’ fiillt mit Folgerung 7’. (3 69 zusammen. 
Aus den Axiomen lo-4” allein folgt schon, wie in diesen Proceed. A, 75 
(1972), S. 287-289 (Beweis des Hauptsatzes A* und der weiteren Res. 
1*-s*), da13 die mo-mel3baren Elemente von &(A) einen (0; v, A; -)- 
konvexen Kegel K E K(A ; mo) bilden; das zugehorige IntegralmaB 
m = mo ist beschrlnkt-additiv, 15) und positiv-homogen; aus f, g E K folgt 
f+s, f v g, f A g E K mit mdf)+m(d o&r mdf+s)=m(f v g)+m(f Ad, 
und, bei f 2 g, aul3erdem mo(f -9) = ma(f) -ma(g). 
Nach dem ersten Lemma in $ 6bi* ist &$(A; ,u) & K s K(A; nzo), wobei 
aus f E &$(A ; ,u) folgt m(f) = ma(f) =p(f). Dies zusammen mit der Defi- 
nition von m(f) (5 69 liefert: 
Axiom ??’ (aus f E &(A) folgt m(f) = obere Grenze der Werte von m(g) 
bei g mo-mefibar und f 2s). 
Hilfssatz. Bei f E $?,(A) ist mo(f)=,~(g)=mo(g), wobei gsf und E &a; 
g ist ein (mo-) mafigleicher Kern von f. 
Be w e i s . Aus der Definition von m(f) bei f E La(A) folgt die Existenz 
vonFunktionen J,, E (1%, &Sf undmo(f)hp(&)>mo(f)-l/n (n=l, 2, . ..). 
wodurch die Monotonie von ,U in &a liefert mo(f)=~(V~=I &). 16) Also ist 
g3 v;-, & ein Element 5 f, E LIO, mit ma(f) =,~(g) ; daneben folgt aus 
Q E &, nach Q Gbifl, die Gleichheit p(g) = m(S). 
Beweis des Satzes Arbia. (zweiter Teil). Axiom s”. Die Annahmen 
sind: f, (j=l, 2, . . . )E%&4); flZ...ZfjL..*; J=limi, ff. Dann ist such 
JE %(A) mit limf,, m(fj) =m(S). 
Ableitung von Axiom 6”: Nach obigem Hilfssatz gibt es fiir jedes j eine 
16) Mit dem e&en Lemma von 8 6 bb folgt dadurch such die beschrilnkte Additi- 
vitiit von p fiir die Funktionen von &(A ; p). 
19 vgt.1 CT” ist dabei deflniert durch Km,,, [gl v gs v . . . v g,J. 
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Fur&ion &3$/j, E &d mit m&) =,u@). Mit f,‘=lim,,, (& v @‘+l v . . . v 
v f+x) (k=O, 1, 2, . . . ) istdann$’ E A%, k2gj’zijund mo(fJ=r(&‘)=,~QJ, 
mit &‘2&‘2... eine Folge p-mehbarer Funktionen. Zu $ gibt es, nach 
obigem Hilfssatz, ein E E /ls mit &A und m(p) =p(&). Nun liefert die 
Konstruktion von &” = &’ v k die Folge ii” 2 &” I . . . von p-mel3baren 
Funktionen mit 
f;r2&“2& also such mo(ff)=r(&“), fiz fj& lim &“, und ,‘in~ &” E &L 
--a +oJ -?. 
Daraus folgt 
m(lim fj) 2p(lim &“) = (Eigenschaft III.) lim ,u(&“) =lim m(f,). 17) 
Mit mo( fj) 2 mo(lim f,) und p= limi -,oo fj folgt die Behauptung in Axiom s”. 
Neben den im ersten Teil dieses Beweises aus den Axiomen lo-4’, P 
fur ma und K folgenden Konsequenzen la& sich mit den Axiomen 1”-4’, 
5”, so (nach dem Verfahren, welches in Proceed. A 75 (1972), S. 305, 306 
mit den dort durch l*bis, 2*, 3*, 5” und 7* angedeuteten Axiome (also 
ohne 6*) zu dem Satz D *. fiihrte) zeigen da13 aus h, h E ,$?,(A), hr 5 . . . 2 
IhgS..., jede & E K(A ; ma) und h= limi,, /q beschriinkt auf A folgt 
such h E K(A ; ma) mit m(h) =lim f-room(~). Darauf folgen die weiteren 
Behauptungen in Satz Aibis. (Vergl. such Satz Abia in Teil I.) 
Bemerkungen. a. Es gibt einen kleinsten (0 ; vo, ,Q ; - )-kmvexen 
Funktionenkegel A%, welcher das Funktionensystem Il!$(A ; ,u) umfafit und 
in K [=K(A; ma)] enthalten ist, wodurch &(A) such als durch &I 
iiberdeckter Teilkegel von R,(A) aufzufassen ist. 
b. Bei F = TQ fur die Elemente von A3 ist ji total-ad&v auf A% 
mit Werten in R+. 
Daneben ist fur jedes Element f E ,@,(A): 
m(f)=(Ax. 5”) obere Grenze der ma(g) bei g5 f, E K, 
= (Def.) obere Grenze der p(g) bei gg f, E &&I ; p) ; somit such: 
= obere Grenze der F(h) bei h 5 f, E A!$. 
Damit folgt : 
Satz Bibis. Das Verfahren, welches, in $ 6biB und Sate Arbis, von R(A), 
$?,(A), ri$, ,u zu dem inneren Ma13 mo auf &(A), dem (0; v,,, &a; -)- 
konvexen Kegel K(A ; mo) 2 &a und dem MaD TTZ = mo (in 9) fiihrt, mit 
m(f) s m(f) =,u(f) fur jedes f E 11’ 0dund mit (Kim = m) Erweiterung von 
(&(A; p)[p) l&Bt sich such anwenden auf Z(A), &(A), A!$, p, is) und 
fiihrt sodann zu demselben inneren Ma13 ma auf &(A), demselben 
17) Die Einftirung von h und #’ wilre bier leicht zu vermeiden gewesen. 
18) Da4 &$4 ; F) dieselben Eigenscheften wie &(A ; p) (Def. abgeiindert gem&l3 
dem ersten Absatz von 8 6bb) hat, folgt sofort mit dem sechsten Absatz des Beweises 
von Satz A$h. 
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(0; vu, &a; -)-k onvexen Kegel K(A ; WZQ) 19) 2 &lz &a, und demselben 
a-additiven Ma13 m 3 mo (in a), wobei nun m(f) = m(f) =F(/) fiir jedes 
f E LIZ”,, und (Rim EW) such Erweiterung von (&@l; ,?)I,@ ist. 
$ 8. p gentige sowohl II., III. gem&B der Einleitung (dieses Teiles) 
wie such n., m. gem&l3 $ 6 his, Anfang; die A!$ gem&B $ 7, Bern. a. bzw. 
0 7bb, Bern. a. seien identisch. 
Unter der Annahme: Ftir jedes f E A% fallen untere Brenze aller ,u(g) 
mit g B f, E AL ud obere Chenze aller p(g) mit g I: f, E A$ zu8ammen ist 
fti ein solches f p(f)=F(f). 
Dann lassen sich auf R(A), &(A), Ad, A%, ,ii, mo, K (in Satz Bi einer- 
seits), auf a(A), &(A), dti, 113, F, mo, K (in Sate Bibis andererseits) 
die Betrachtungen auf den Seiten 292, 293, 307 (Allgemeine Bemerkung), 
jedoch ohne die Axiome 6’ und 6*, meiner Arbeit in Proceed. 
A 75 (1972), in Zusammenhang mit den schon zitierten Stellen auf den 
Seiten 302-304 und 305, 306, anwenden (mit A3 anstatt A!$, ,ii = g anstatt 
,u), woraus hervorgeht da/I die zugetiigen Erweiterungen (Kim = mo) bzw. 
(Kim =mo) von (A!$&=,$, und dumit such von (AZ&) zuaamm.enfallen; 
die udjungierten augeren und inneren MaSfunktionen me und mo auf &(A) 
fiihren unter obiger Annahme zu derselben MaBerweiterung von p. 
Die Darstellung der a-additiven FunktionenmaSe mittels 
Grenzwerte von Riemann-Summen. 
$ 9. Sowohl mittels des ersten wie des zweiten Verfahrens von Satz B1 
la&t sich ma als Lul3eres Ma13 (mit den im Beweise von Satz A1 angegebenen 
Axiome lo-6”) auf dem (0 ; vu, hd ; -)-konvexen Kegel &(A), daneben 
m = ma ala total-additives Ma0 auf dem (0 ; v,, ,Q ; - )-konvexen Kegel 
K = K(A ; m = ma) der mo-meJ3baren Funktionen atiassen. 
Die charakteristischen Funktionen von Teilmengen von A haben alle 
ein endliches aul3eres Ma13 ma. Die Teilmengen E von A mit (endlichem) 
Ma13 m(cs) fur die zugehiirigen GE bilden einen a-Mengenring, sogar eine 
o-Mengenalgebra ‘8X,, ,&4). 20) * 
Definition. Fiir E LA sei pO(E)=mO(c~). 
Diese spezielle Mengenfunktion pe, mit zugehorigem Ma13 p [ 3 po], 
geniigt schon den Axiomen lo, 2’, 3”, 4“, 6” [und 7’1 fti das aul3ere Mal3 
in der Arbeit in diesen Proceed. A 73 (1970), S. 361-375: Methoden WXW., 
$ 1 u. 8 3; da0 sie such das Regularitatsaxiom 6” von lot. cit., $ 2 erftillt, 
la& sich nachher ableiten aus dem hier (im Beweise von Satz Ai) gegebenen 
Axiom 6’ nach Hinzufiigung von 
10) Siehe such Folgerung 6” in 8 6bu. 
20) Fiir die Ableitung der im folgenden mitgeteilten Result&e vergleiche meine 
Arbeit: Dud&it bei Danll-Stoneschen Methden U.B.W. in diesen Proceed. A 75 
(1972), S. 281-313, insbes. S. 304, 305; dae hier folgende Axiom 7” korreapondiert 
mit Ax. 6’ auf S. 302 u. 306 von Proc. 1972. 
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Axiom 7”. Zu jeder Funktion f E R = K(A ; m = ms) gibt es eine 
h6chstens abzilhlbar unendliche Menge P(f) van positiven Zahlen so dal3 
die charakteristischen Funktionen von Teilmengen A[/ Bz], bei x E R+- 
-P(f), ein Ma3 m haben; somit eine solche Teilmenge selbst ein Mal3 
p{A[fexl)=m(c~(f~,)). 21) 
Satz iiber die Darstellung der erweiterten Funktionen- 
ma13 e . Bei f E R, mit oberer Grenze 8 von f auf A gr6Ser ala Null, seien 
die Teilungspunkte yf von (0, S’), wobei S > 8, derart gewahlt da13 
O=yo<yl<yz<...<y,-1<y,=S’ 
ist, und die Teilmengen A(/2 yg) von A fti jedes j = 1,2, . . ., n - 1 nicht 
leer sind; die zugehiirigen charakteristischen Funktionen sind immer 
ms-meBbar. 21) Nun ist 
(16) 
n 
m(f)= lb 2 ~~-l.m(c~(,~_,~f<~~)); 
d-to j-2 
6 deutet dabei die gr6Ste der Intervalllingen (ye - yf-1) (j = 1, 2, . .., 12) an. 
(16) llil3t sich iiberftihren in : 20) 
(16b’a) m(f) 0th JA f dp= Fy j52 y~-l.li[A(y~-l~f<y~)l. 
-9 - 
Be merkung . Bei mm,, ;(A) die a-Mengenalgebra der in A ps-meBbaren 
Mengen ist (%,,;(A)@ E ~0) such vollstiindig in A [d.h. gibt es zu E 2 A 
(also mit ,9(E) endlich) und zu jedem E> 0 ,,P-mel3bare Mengen E’, E” E 
E !&;(A) mit E’ E E & E” und p(E”--El)<&, so ist such E E’&,;(A)]. 
$ 9”ie. Sowohl mittels des e&en wie des zweiten Verfahrens von 
Satz BIbi* la& sich mo ala inneres Ma3 (mit den im Beweise von Satz Aibb 
angegebenen Axiome lo-4”, ??’ und 6’) auf dem (0 ; v~, ha; - )-konvexen 
Kegel &(A), daneben m = mo als o-additives Ma3 auf dem (0 ; vC, b ; - )- 
konvexen Kegel g = R(A ; m = m,s) der ma-mel3baren Funktionen auf- 
fassen . 
Die charakteristischen Funktionen von Teilmengen von A haben alle 
ein endliches inneres Ma13 m+ Die Teilmengen E von A mit (em&hem) 
Ma13 m(cE) fur die zugehiirigen cg bilden eine a-Mengenalgebra ‘9X,, ,JA). 22) 
Definition. Fur ES A sei ,&(E)=m(c~). 
Diese spezielle Mengenfunktion ,&a, mit zugehijrigem Ma3 p [=,&I, 
geniigt schon den Axiomen lo, 2’, 3”, 4’, s” [und 5”] fti das innere Mal3 
21) Wegen der Total-Additivitgt des Funktionenma&s ist die Ausnahmemenge 
P(f) immer leer. 
22) Fiir die Ableitung der in 0 9bb weiter folgenden Resultate vergleiche lot. 
cit. 20), S. 306, 307; daa bier gegebene Axiom 7” korrespondiert auoh mit Ax. 0* 
auf S. 306, 306 von Proc. 1972. 
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in der Arbeit in diesen Proceed. A 73 (1970), S. 361-375: Methoden u.s.w., 
$Q 1, 3bb; da@ sie such das Regularitatsaxiom 5” von lot. cit., 0 2bis erfiillt, 
hi& sich nachber ableiten mit dem hier (im Beweise von Satz Aibis) 
gegebenen Axiom 5” nach Hinzufiigung von 
Axiom 7’. Zu jeder Funktion f E K = K(A ; m 3 r~) gibt es eine 
hijchstens abzahlbar unendliche Menge Q(f) von positiven Zahlen so da13 
die characteristischen Funktionen von Teilmengen A[f 2x1, bei 2 E R+- 
-Q(f), ein Mal3 m haben; somit eine solche Teilmenge selbst ein Ma13 
p{4f2~l}=m{c40~.~}. 23) 
Satz iiber die Darstellung der erweiterten Funktionen- 
m&e. Bei f E K, mit oberer Grenze S von f auf A grol3er als Null, seien 
die Teilungspunkte yj von (0, S’), wobei S’ > S, derart gewiihlt dal3 
ist, und die Teilmengen A(f 2 yj) von A fur jedes j= 1, 2, . . ., n- 1 nicht 
leer sind; die zugehijrigen charakteristischen Funktionen sind immer 
mo-meSbar. 23) Nun ist 
n 
(17) m(f) = lh 2 YJ-I .m(c~(~~-~ st < vid ; 
d-0 j-2 
6 deutet dabei die gr613te der Intervalliingen (yj- y+1) (j = 1, . .., n) an. 
(17) Iii& sich iiberfuhren in : 
(17b’“) m(f) 0th JAM $= F4y ,%2 y~-l.P[A(y~-l~f<y~)l. 
‘= 
- Bemerkung . Bei %I&&l) d ie a-Mengenalgebra der in A po-mel3baren 
Mengen ist (%&,?;(A)IP =po) such vallsttindig in A. 
$ 10. Unter der Annahme in $ 8, Anfang sind, nach lot. cit. 20), 
s. 307, po und po auf A zueinander adjungierte MengenmaSe im Sinne 
der Arbeit: Methoden u.s.w., $0 1-4, und ist eine Teilmenge E von A 
,i& und (oder) po-mel3bar bei pO(E)=po(E). 
Die in (16bi~) und (17bb) auftretenden Summen sind dieselben bei 
derselben Wahl der yj. 
AbschlieBende Bemerkung. 
In meinen Arbeiten [2 a, b] (siehe nachfolgende Bibliographie) iiber 
Erweiterung von beschrankt- und von total-additiven Somen- (insbes. 
Mengen-)MaBe folgte, nach Anwendung der Theorie des li&eren- oder 
der des inneren Somenmabes, die Anwendung eines dritten Verfahrens, 
das eine weitere Ma&Erglinzung ermiiglichte. In der Arbeit [3] iiber 
2s) Wegen der Total-Additivitgt des FunktionenmaSes ist couch Q(f) immer leer. 
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Erweiterung von beschriinkt- und von total-additiven FunktionenmaBen 
(Integralen) folgte ebenso, nach Anwendung der Theorie des IluBeren- 
oder der des inneren FunktionenmaBes, die Anwendung eines dritten 
Verfahrens, das wieder eine weitere Ma&Ergiinzung ermoglichte. 
Sowohl im Falle von [4] wie von [5], wo das AusgangsmaB u.m. ,,tight”- 
Bedingung(en) II., I% genugt, hi& sich nach Erweiterung mittels &uBeren 
oder (und) inneren MaBes ein drittes Verfahren wie oben anwenden zur 
Erreichung einer weiteren Erglinzung des Somen- bzw. FunktionenmaBes. 
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